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Vorwort

Die Erwartungen an ein Handbuch sind sicherlich sehr unterschiedlich. So mag der eine

oder die andere einen aktuellen, detaillierten und vielleicht sogar erschopfenden Uber-

blick iiber das im Titel genannte Gebiet erwarten, andere mogen sich ein Buch vorstellen,
das im wortlichen Sinn in eine Hand passt und damit notwendigerweise eine Auswahl
treffen und Liicken lassen muss. Das Handbuch Mathematikdidaktik ist dem zweiten

Aspekt zuzuordnen. Es mochte einen Einblick in zentrale Bereiche fachdidaktischer For-

schung geben und einen Uberblick iiber aktuelle Entwicklungen in der Mathematikdidak-

tik vermitteln. Insbesondere sollen gegenwirtig diskutierte und damit zukiinftig relevante

Fragen aufgezeigt werden. Das Handbuch ist kein enzyklopadisches Nachschlagewerk, das

die Mathematikdidaktik vollstindig abdecken sowie aktuelle Diskussionen und Stromun-

gen erschopfend darstellen wollte.

Jeder Artikel dieses Handbuchs soll eine Einfithrung in ein Teilgebiet der Mathematik-
didaktik mit seinen Problemstellungen und Forschungsansitzen geben, als Grundlage fiir
weitere Forschungen dienen und zur kritischen Auseinandersetzung mit den angebotenen
Informationen anregen. Natiirlich kann das alles nur aus der individuellen Perspektive der
jeweiligen Autorinnen und Autoren geschehen. Alle Beitrdge sind auf Deutsch geschrie-
ben und der Fokus der Forschungsarbeiten liegt auch auf dem deutschsprachigen Raum,
wobei die internationale Einbindung mitbedacht und einbezogen wird.

Das Handbuch Mathematikdidaktik wurde geschrieben
o fiir im Studium fortgeschrittene Studierende als eine grundlegende und einfithrende

Lektiire fir ein Referat, eine Hausarbeit oder eine Abschlussarbeit in der Didaktik der

Mathematik;

o fiir Masterstudierende und angehende Promovierende zu Beginn einer eigenen For-
schungsarbeit in der Mathematikdidaktik;

o fiir Lehrerinnen und Lehrer zum Kennenlernen forschungsbasierter Fragestellungen
in der Mathematikdidaktik sowie als Grundlage fiir theoriegeleitete Reflexionen iiber
eigenen oder fremden Unterricht;

o fiir Mathematikdidaktikerinnen und -didaktiker, die sich einen Uberblick iiber derzeit
aktuelle Forschungsfragen in verschiedenen Teilbereichen ihrer Disziplin verschaffen
mochten.



VI Vorwort

In diesem Handbuch fassen wir die Mathematikdidaktik als Wissenschaft vom Lehren und
Lernen von Mathematik auf. Daher orientieren sich Auswahl und Reihenfolge der Themen
an verschiedenen Gestaltungskriterien: an der Bedeutung der Mathematik als Bildungs-
gut in unserer heutigen kulturellen, wirtschaftlichen und politischen Welt (Kap. 1-3); an
zentralen Inhalten (Kap. 4-8) und spezifischen Denkprozessen des Faches (Kap. 9-14); an
wesentlichen Determinanten der Gestaltung von Mathematikunterricht (Kap. 15-19) und
an Forschungsansitzen zu allen diesen Bereichen, welche die Didaktik der Mathematik als
Forschungsdisziplin mit einer eigenen Entwicklungsgeschichte, eigenen Zielen, Theorie-
ansétzen und Methoden ausweisen (Kap. 20-23). Jeder Artikel ist in sich geschlossen und
fiir sich rezipierbar, fiigt sich aber in das dargestellte Gesamtkonzept ein.

Neben den in den fiinf Kapiteln behandelten Forschungsgebieten gibt es weitere Be-
reiche, deren Bedeutung uns bewusst ist, die jedoch nicht mit einem eigenen Beitrag
vertreten, aber — zumindest teilweise — in Artikeln mit bedacht sind. Dazu gehoren u. a.
Dyskalkulie, Inklusion, Begabtenerkennung und Begabungsférderung, Mathematikwett-
bewerbe, Leistungsbewertung, frithkindliche mathematische Bildung, Kindergarten, fach-
iibergreifender Unterricht, aulerschulische Bildungsangebote und Lernorte, Uberginge in
der Bildungslautbahn, Erwachsenenbildung sowie die fachdidaktische Lehrerausbildung
und Lehrerfortbildung.

Bei der referenzierten Literatur musste eine Auswahl getroffen werden, insbesondere
zugunsten von Uberblicksarbeiten bzw. Arbeiten mit Begrifflichkeiten und Erkenntnissen,
die in der wissenschaftlichen Community wahrgenommen und diskutiert wurden und
werden. Wir haben versucht, dltere Arbeiten, die nicht der Vergessenheit anheimfallen
sollten, zumindest punktuell zu beriicksichtigen.

Wir hoffen, dass dieses Buch zum Lesen einlddt, zum Nachdenken anregt und produk-
tive Auseinandersetzungen mit Fragen der Mathematikdidaktik anstof3t.

Unser Dank geht an die Verfasserinnen und Verfasser der Artikel, welche sich bereitwil-
lig und kreativ mit den Vorstellungen und Vorgaben der Herausgeber auseinandergesetzt
und den langen Entstehungsprozess des Buches geduldig mit getragen haben. Besonderer
Dank gilt dem Springer-Verlag, vor allem Herrn Heine, der die Produktion dieses Buches
in jeder Hinsicht konstruktiv unterstiitzend begleitet hat.

April 2014 Regina Bruder
Lisa Hefendehl-Hebeker

Barbara Schmidt-Thieme

Hans-Georg Weigand
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Teil |
Mathematik als Bildungsgegenstand

In allen Kulturen, in denen Menschen begannen, die Welt wissenschaftlich zu erschlief3en,
spielte und spielt die Mathematik eine entscheidende Rolle. Sie verfiigt tiber Erkenntnis lei-
tende Prinzipien — wie etwa Maf3 und Zahl -, die es ermdglichen, Gedanken zu prézisieren
und zu verladsslichem Wissen zu gelangen. Mit ihren besonderen Verfahren der Wissensbil-
dung ist die Mathematik in unserer Gesellschaft zu einer Schliisseltechnologie geworden.
Nicht nur die fortschreitende naturwissenschaftlich-technische Durchdringung unserer
Lebenswelt bedient sich maf3geblich mathematischer Methoden, mathematische Modelle
werden zunehmend auch zur Beschreibung und Gestaltung von Abldufen im wirtschaftli-
chen und sozialen Bereich verwendet. Die Mathematik verfiigt nicht nur tiber grundlegende
Denkweisen, sie gewinnt auch in Bezug auf ihre Ergebnisse und Einsatzméglichkeiten
wachsende Bedeutung. Dabei vollzieht sich diese Entwicklung allerdings auf eine ver-
steckte, von der Offentlichkeit weitgehend unbemerkte Weise. Dies fithrt dazu, dass die
gesellschaftliche Bedeutung der Mathematik unterschétzt und die kritische Reflexion ihrer
Bedeutung vernachlissigt wird.

Das Schulfach Mathematik hat in mehrfacher Hinsicht einen Bildungsauftrag zu erfil-
len. So sind zunichst das Wissen des Einzelnen iiber die Welt, seine Sicht auf die Welt
und seine potentiellen Fahigkeiten — wie etwa Argumentieren, Begriinden und Probleme
16sen — mathematikspezifisch auszubilden und zu entwickeln. Weiter benétigt die Gesell-
schaft intellektuell aufgeschlossene Biirgerinnen und Biirger, die sich ein sachgerechtes
und kritisches Urteil dartiber bilden konnen, welche Rolle die Mathematik in unserer
Welt spielt und auf welche Weise dies erfolgt. Schliefilich ist Mathematik fiir die Sicher-
ung eines ausreichenden Bestandes an hoch qualifizierten Fachkraften fiir die wirtschaftli-
che und kulturelle Wettbewerbsfahigkeit eines modernen Industrielandes unabdingbar.
Mathematische Bildung ist folglich auf die Entwicklung des Einzelnen ausgerichtet und
muss dabei sowohl Exzellenz hervorbringen und fordern als auch einen soliden Wissens-
stand in der Breite erzielen. In den folgenden drei Beitragen wird Mathematik als Bil-
dungsgegenstand aus drei verschiedenen Blickwinkeln betrachtet.



2 Mathematik als Bildungsgegenstand

Andreas Loos und Giinter M. Ziegler zeigen die gesellschaftliche Bedeutung der
Mathematik auf. Die Autoren verfolgen zunichst die grundlegenden Fragen, was tiber-
haupt unter Mathematik verstanden werden kann und inwieweit ihren Objekten eine ei-
gene Realitdt zukommt. Einerseits ist Mathematik heute in den meisten Wissenschaften
und in der Wirtschaft ein wichtiges Hilfsmittel und Werkzeug. Andererseits ist Mathema-
tik ein eigenstandiges Forschungsgebiet, bei dem der Anwendungsbezug zunichst nicht
im Vordergrund steht. Die Erforschung von Zahlen, Mengen und Strukturen verleiht dem
Fach sogar aufgrund seiner Abstraktheit und Zeitlosigkeit eine Unabhéingigkeit von der
»realen Welt“. Mathematik ist somit eine Wissenskultur und eine eigenstindige Wissen-
schaft jenseits von Anwendungsbeziigen und zugleich ein Werkzeug in permanenter Weit-
erentwicklung in den unterschiedlichsten technischen, 6konomischen und gesellschaftli-
chen Bereichen.

Dieses Wechselspiel zwischen Theoriebildung und Anwendung ist fiir den
Mathematikunterricht in mehrfacher Hinsicht relevant. Epistemisch betrachtet ist es eine
Triebfeder der fachlichen Entwicklung und kann curricular als organisierendes Prinzip
helfen, ein ausgewogenes Bild der Mathematik in ihrer historischen Genese wie in ihrer
aktuellen gesellschaftlichen Bedeutung zu erzeugen. Aus lernpsychologischer Sicht ist die
Beziehung zwischen Mathematik und Realitdt grundlegend fiir verstehendes fachliches
Lernen, wenn dieses an natiirlichen Prozessen der Wissensbildung orientiert und durch
Anschauung fundiert sein soll. Diesem Fragenkreis widmet sich der Beitrag von Andreas
Biichter und Wolfgang Henn. Vor dem Hintergrund bildungspolitischer Entwicklungen
analysieren die Autoren einerseits das Verstehen von Mathematik durch realititsbezogene
Anwendungen und andererseits das Erkennen von Mathematik in der uns umgebenden
Welt als eine Grundlage fiir mathematische Lehr-Lernprozesse in der Schule. Dabei findet
der Prozess des mathematischen Modellierens besondere Beachtung.

Der Beitrag von Michael Neubrand setzt bei dem allgemeinen Diskurs tiber Bildung
an und erortert die Frage, wie generelle Orientierungen von Bildung auf die besondere
Domine Mathematik zu beziehen sind, wie also der Mathematikunterricht dazu beitragen
kann, dass sich unter den jeweiligen gesellschaftlichen und sozialen Bedingungen univer-
selle Bestimmungen des Selbst- und Weltverstindnisses wie Vernunft, Rationalitit, Hu-
manitét und Sittlichkeit ausbilden und mit der Entfaltung von Individualitét verschranken
konnen. Die diesbeziiglichen Antworten der Pidagogik haben im Laufe der Geschichte
deutliche Akzentverschiebungen erfahren. Wahrend Humboldt vorrangig den konstitu-
tiven Beitrag der Mathematik zu einer umfassenden wissenschaftlichen Kultur betonte, set-
zen zeitgendssische Bildungstheoretiker angesichts der schneller werdenden Veranderung
der Lebensbedingungen auf Schliisselkategorien wie ,Kultivierung der Lernfihigkeit®
(Tenorth) und ,,Anschlussfahigkeit des erworbenen Wissens“ (Weinert). In Bezug auf die
pragmatischen Versuche einer curricularen Umsetzung durch die Bildungsstandards fiir
das Fach Mathematik sieht der Autor noch Forschungsbedarf und erkennt zugleich in den
drei Grunderfahrungen nach H. Winter eine von breitem Konsens getragene Richtungs-
vorgabe.



Gesellschaftliche Bedeutung der
Mathematik

Andreas Loos und Guinter M. Ziegler

Die Beziehung zwischen Mathematik und Gesellschaft geht weit {iber die Anwendungen
der Mathematik als Hilfsmittel im Alltag oder als Werkzeug zur Beschreibung, Prognose
und Optimierung in Naturwissenschaften, Technik und Wirtschaft hinaus. Mathemati-
sche Bildung ist essentiell fiir die Ausbildung miindiger Biirger, fahiger Fachkrifte und
eine Grundlage von Studierfahigkeit iiber alle Ficher hinweg. Obendrein ist die Entwick-
lung der Mathematik eine iiber Jahrtausende gewachsene Kulturleistung, die von Wissen-
schaftlerinnen und Wissenschaftlern geleistet wird, die ihrerseits in der Gesellschaft ver-
wurzelt sind. Weil diese Wissenschaftlerinnen und Wissenschaftler die Entwicklung und
Ausgestaltung der Mathematik prigen, wird in manchen philosophischen Beitrdgen die
Mathematik sogar als ,,soziokulturelles Konstrukt® dargestellt.

1.1 Grundlegende Fragen

Was ist Mathematik und wie steht sie im gesellschaftlichen Kontext? Traditionell wird das
Fach als ein Zwitterwesen prasentiert. Einerseits gibt es die reine Mathematik, weitgehend
losgeldst von der Gesellschaft; oft wird diesem Bereich der Mathematik eine eigene Realitét
zugeschrieben, unabhangig vom menschlichen Erfindungsgeist. Andererseits ist die Mathe-
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