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Vorwort

Monte Carlo-Methoden sind Algorithmen, die Zufallszahlen benutzen. Sie wer-
den fiir unterschiedlichste Fragestellungen der diskreten und der kontinuierlichen
Mathematik eingesetzt und finden dementsprechend vielfiltige Anwendungen. Oft
liegt ein komplexes stochastisches Modell vor, und man mochte dieses simulie-
ren, um typische Zustdnde oder zeitliche Verldufe zu erhalten, oder man ist an der
Berechnung deterministischer Kenngrofen wie Erwartungswerten interessiert, die
sich nicht oder nur sehr schwer analytisch bestimmen lassen. Man kann aber auch
grundsitzlich untersuchen, ob und wie sich fiir eine algorithmische Fragestellung
Zufallszahlengeneratoren als Ressource nutzen lassen.

Dieses Lehrbuch gibt eine Einfiihrung in die Mathematik und die Einsatzmoglich-
keiten der Monte Carlo-Methoden und verwendet dazu durchgéngig die Sprache der
Stochastik. Es soll den Leser in den Stand versetzen, dieses wichtige algorithmi-
sche Werkzeug kompetent anwenden und die Ergebnisse interpretieren zu kénnen.
Die vorgenommene Themenauswahl zielt dabei nicht auf ein breites Uberblicks-
wissen ab, sondern stellt die Berechnung von Erwartungswerten und Integralen in
den Vordergrund. Uber die Einfiihrung hinaus wird dem Leser anhand ausgew:hl-
ter Fragestellungen ein erster Eindruck von aktuellen Forschungsthemen in diesem
Bereich vermittelt, um ihn so fiir eine vertiefte Beschiftigung mit diesem Teilgebiet
der Angewandten Mathematik zu gewinnen.

Dem Text liegen Vorlesungen zugrunde, die wir in den letzten Jahren mehrfach
an den Universititen Erlangen, Augsburg, Jena, Darmstadt, Magdeburg, Passau und
Kaiserslautern fiir Studierende der Mathematik im Haupt- und Nebenfach und im
Lehramt gehalten haben. Der Leser sollte Grundkenntnisse der Analysis, Linearen
Algebra und Stochastik sowie, in etwas geringerem Umfang, der Numerischen Ma-
thematik besitzen.

In den Kapiteln 1 bis 5 behandeln wir die direkte Simulation, d.h. den klassi-
schen Monte Carlo-Algorithmus, sowie die grundlegenden Methoden zur Simulati-
on von Verteilungen und zur Varianzreduktion. Begleitend prisentieren wir Anwen-
dungsbeispiele aus der Teilchenphysik und der Finanz- und Versicherungsmathema-
tik, die sich auf elementare Weise modellieren lassen, und wir zeigen, wie Monte
Carlo-Methoden zur Losung elliptischer Randwertprobleme eingesetzt werden.



vi Vorwort

Markov Chain Monte Carlo-Algorithmen sind das Thema von Kapitel 6, das
mit einem Abschnitt iiber die Grenzen der direkten Simulation beginnt. Nach einer
Einfiihrung in die Theorie endlicher Markov-Ketten behandeln wir Grundprinzipien
der Markov Chain Monte Carlo-Methode, klassische Verfahren wie den Metropolis-
Algorithmus und den Gibbs-Sampler und illustrieren den Einsatz dieser Verfahren
anhand des hard core model und des Ising-Modells aus der Statistischen Physik.

Gegenstand von Kapitel 7 ist die numerische Integration. Hier studieren wir ins-
besondere den Einflul von Glattheit und Dimension, und wir zeigen, wie sich die
Frage nach der Optimalitiit von deterministischen Verfahren oder von Monte Carlo-
Algorithmen formulieren und beantworten 1df3t. Mit der Integration beziiglich des
Wiener-MaBes lernen wir ein unendlich-dimensionales Problem kennen, bei dessen
Losung stochastische Multilevel-Algorithmen zum Einsatz kommen.

Die Kapitel 6 und 7 geben aulerdem Ausblicke auf aktuelle Forschungsfragen
und -ergebnisse, deren detaillierte Behandlung mehr als die genannten Vorkennt-
nisse erfordern wiirde. Zu den Themen gehoren schnelle Mischung sowie Fehler-
schranken und Aufwirmzeiten fiir Markov Chain Monte Carlo-Verfahren, der Fluch
der Dimension bei hochdimensionalen Integrationsproblemen und die Berechnung
von Integralen im Kontext stochastischer Differentialgleichungen.

Die praktische Erzeugung von Zufallszahlen und die spannende Frage nach einer
mathematischen Definition der Zufilligkeit einer Zahlenfolge sind nicht Gegenstand
des Buches. Die Behandlung dieser beiden Themen erfordert zum Teil andere als die
fiir diesen Text benotigten Vorkenntnisse, und sie fiihrt letztlich in andere Bereiche
der Mathematik. Generatoren fiir gleichverteilte Zufallszahlen werden in diesem
Lehrbuch folglich als black box betrachtet.

Zahlreiche Freunde, Kollegen, Mitarbeiter und Studenten haben das Manuskript
durchgesehen, uns wertvolle Hinweise gegeben und Verbesserungsvorschlige ge-
macht. Fiir Hinweise und Anregungen danken wir Ingo Althofer, Ehrhard Behrends,
Jakob Creutzig, Norbert Gaffke, Michael Gnewuch, Siegfried Graf, Peter Helleka-
lek, Albrecht Irle, Achim Klenke, Peter Kloeden, Peter Mathé und Harald Nieder-
reiter. Wir danken Florian Bl6thner, Nico Dohring, Thomas Ehlenz, Andreas From-
korth, Ivo Hedtke, Mario Hefter, Felix Heidenreich, Daniel Henkel, Florian Hiibsch,
Eva Kapfer, Dominique Kiipper, Harald Pfeiffer, Christian Richter, Daniel Rudolf,
Mehdi Slassi, Regina Spichtinger, Mario Ullrich, Markus Weimar und Larisa Ya-
roslavtseva als kritischen Lesern von Teilen des Manuskriptes.

Die Rechnungen und graphischen Darstellungen bei der Simulation zur Neutro-
nenbewegung in Kapitel 4 stammen von Martin Amft. Alle weiteren Simulationen in
den Kapiteln 2, 3, 4 und 5 wurden von Robert Offinger durchgefiihrt und illustriert.
Die in Kapitel 6 und auf dem Buchumschlag gezeigten Rechnungen und Visualisie-
rungen stammen von Stephan Brummer und Mario Ullrich. Von Thorsten Sicken-
berger, Andreas Weyhausen und Heidi Weyhausen stammen frithere Beitrige. Wir
danken allen fiir ihre Unterstiitzung.

Passau, Jena, Kaiserslautern, Thomas Miiller-Gronbach
November 2011 Erich Novak
Klaus Ritter
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Kapitel 1
Vorbereitungen

Monte Carlo-Methoden sind Algorithmen, die Zufallszahlen benutzen. Neben den
tiblichen Befehlen (die Grundrechenarten, Vergleich von Zahlen, ein Orakel zur Be-
rechnung von Funktionswerten) ist also zusitzlich der Aufruf eines Zufallszahlen-
generators zugelassen, d. h. Befehle der Art

e  Wihle x € [0, 1] zufillig* oder
e ,Wihlex € {0,...,N — 1} zufillig*

sind erlaubt. In der Literatur werden Monte Carlo-Methoden auch als stochasti-
sche oder randomisierte Algorithmen bezeichnet, und das Gebiet der Monte Carlo-
Methoden heif3t auch Stochastische Simulation oder Experimentelle Stochastik. Wir
verwenden die Begriffe Algorithmus, Methode und Verfahren synonym.

Warum benutzt man Monte Carlo-Methoden? Oder genauer: Fiir welche Proble-
me ist es sinnvoll, Monte Carlo-Methoden zu benutzen? Wir werden sehen, daf fiir
einige Probleme Monte Carlo-Methoden zur Verfiigung stehen, die besser als alle
deterministischen Verfahren sind.

Praktische Berechnungen erfordern oft eine gro3e Anzahl von Zufallszahlen, und
ein Zufallszahlengenerator sollte idealerweise die Realisierung einer unabhingigen
Folge von auf [0, 1] oder {0,...,N — 1} gleichverteilten Zufallsvariablen liefern. Uns
geht es vor allem darum zu zeigen, was man mit einem idealen Zufallszahlengene-
rator erreichen kann — letztlich werden mathematische Sitze tiber Zufallsvariablen
behandelt. Bedenken der Art, daf} es keine idealen Generatoren gibt, stellen wir
zuriick und verweisen auf die kurze Diskussion im folgenden Abschnitt.

Beim Einsatz von Monte Carlo-Methoden sollte sich der verwendete Generator
so verhalten, wie man es bei echten Realisierungen von Zufallsvariablen erwarten
wiirde. Da auch Generatoren verbreitet sind, deren Qualitit nicht ausreichend gesi-
chert ist, darf die Wahl eines Zufallszahlengenerators nicht unbedacht geschehen.

Wir werden in Abschnitt 1.1 drei empfehlenswerte Generatoren vorstellen, mit
denen der Leser selbst Monte Carlo-Methoden programmieren und anwenden kann.
In Abschnitt 1.2 stellen wir wahrscheinlichkeitstheoretische Grundbegriffe bereit
und prizisieren dann in Abschnitt 1.3, was wir unter von einem idealen Zufallszah-
lengenerator erzeugten Zufallszahlen verstehen wollen.

T. Miiller-Gronbach, E. Novak, K. Ritter, Monte Carlo-Algorithmen, 1
DOI 10.1007/978-3-540-89141-3_1, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2012



2 1 Vorbereitungen

1.1 Zufallszahlengeneratoren

Die Entwicklung des Computers und militdrische Anwendungen setzten zur Mitte
des letzten Jahrhunderts eine rapide Entwicklung randomisierter Algorithmen in
Gang. Zu den Pionieren dieser Entwicklung zihlt John von Neumann, der im Jahr
1949 auf einer Konferenz mit dem Namen ,,Monte Carlo Method einen Vortrag zur
Problematik der Erzeugung von Zufallszahlen hielt. Wir zitieren aus seinem Beitrag
fiir den zugehorigen Tagungsband. John von Neumann [143] war der folgenden
Ansicht:

We see then that we could build a physical instrument to feed random digits directly into a
high-speed computing machine and could have the control call for these numbers as needed.

Aber von Neumann féhrt fort mit einem Einwand gegen diesen ,,echten” Zufall, der
uns auch heute noch einleuchtet:

The real objection to this procedure is the practical need for checking computations. If
we suspect that a calculation is wrong, almost any reasonable check involves repeating
something done before.

Wiederholbarkeit ist eine Anforderung an jede wissenschaftliche Arbeit, die
sich schlecht mit Rechenergebnissen vertrigt, welche tatsichlich zufillig und da-
mit nicht reproduzierbar sind. Deshalb benutzen randomisierte Algorithmen meist
sogenannte Pseudo-Zufallszahlen, die von deterministischen Algorithmen erzeugt
werden.

Generatoren fiir Pseudo-Zufallszahlen in Z = [0, 1] oder Z = {0,...,N — 1} sind
durch endliche Mengen A und B sowie durch Abbildungeng: A — B, f: B— Bund
h: B — Z gegeben. Ein typischer Wert fiir die Michtigkeit von B ist | B| = 2!, aber
es werden auch viel groBere Werte wie etwa |B| = 2!9937 beim Mersenne Twister
verwendet. Der Benutzer wihlt zur Initialisierung des Generators einen Startwert
s € A, indem er ein Unterprogramm etwa in der Form init (s) aufruft. Damit wird
durch by = g(s) und b; = f(b;_1 ) eine Folge in B definiert. Durch sukzessive Aufrufe
des Generators, etwa von der Form x := rand (), werden Pseudo-Zufallszahlen
x; = h(b;) erzeugt. Will man die Reproduzierbarkeit einer Monte Carlo-Simulation
gewihrleisten, sollte man den verwendeten Generator und seine Initialisierung an-
geben.

Die Giite von Generatoren wird einerseits empirisch durch statistische Tests liber-
priift, siehe Gentle [63], Knuth [107] und Niederreiter [144]. Andererseits wird mit
Methoden der Komplexititstheorie analysiert, welcher Aufwand nétig ist, um die
Folge (x;);eny von einer Realisierung einer unabhingigen Folge gleichverteilter Zu-
fallsvariablen zu unterscheiden, sieche Goldreich [71] und Stinson [186].

Zum Einsatz solcher auf deterministischen Methoden basierender Generatoren
sagt von Neumann in derselben Arbeit:

Any one who considers arithmetical methods of producing random digits is, of course, in a
state of sin.
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Wir sind keine Spezialisten fiir Siinden. Dennoch stellt sich die Frage, ob man
zum Beispiel die in Kapitel 3 behandelte Methode der direkten Simulation und Aus-
sagen wie die Fehlerabschitzungen aus den Sitzen 3.2 oder 3.5 iiberhaupt anwen-
den kann, da diese Aussagen fiir Zufallsvariablen und ihre Realisierungen gelten.
Die gingigen Computer arbeiten aber deterministisch, und die erzeugten Pseudo-
Zufallszahlen sind somit nicht zuféllig. In der Praxis sollte man deshalb

e nur solche Zufallszahlengeneratoren benutzen, die sich fiir &hnliche Probleme
bereits gut bewéhrt haben und

e wichtige Rechnungen nach Moglichkeit mit vom Typ her verschiedenen Genera-
toren durchfiihren.

Mit diesen naheliegenden Vorsichtsmaflnahmen kann man die prinzipielle Proble-
matik der Monte Carlo-Methoden, daf3 der Zufall mit Hilfe von deterministischen
Algorithmen simuliert werden soll, nicht aus der Welt schaffen. Aber man kann
praktisch mit ihr umgehen.

An dieser Stelle wollen wir Zufallszahlengeneratoren empfehlen, die bisher so-
wohl theoretisch eingehend analysiert wurden als auch bei zahlreichen Tests beson-
ders gut abgeschnitten haben und au3erdem schnell und portabel sind.

Der Mersenne Twister und der Generator TT800 Der Mersenne Twister, der
von Matsumoto, Nishimura [131] vorgestellt wurde, gilt als besonders guter Zu-
fallszahlengenerator. Fiir ,kleine“ Anwendungen ist auch der Vorldufer TT800
des Mersenne Twisters, der von Matsumoto, Kurita [130] entwickelt wurde, zu
empfehlen. In den Simulationsbeispielen des vorliegenden Textes wurde stets ei-
ner dieser beiden Generatoren eingesetzt. Der Mersenne Twister ist der Standard-
Generator in MATLAB, R und MAPLE, und er ist auch in MATHEMATICA ver-
wendbar. Weitere Implementationen sind in vielen héheren Programmiersprachen
verfiigbar. Panneton, L’Ecuyer, Matsumoto [155] fiihren als Weiterentwicklung die
WELL-Generatoren ein.

Ein Generator fiir paralleles Rechnen Beim Arbeiten auf Parallelrechnern be-
notigt man eventuell gleichzeitig viele Zufallszahlengeneratoren, die unabhingig
voneinander Zufallszahlen liefern. Bei solchen Anwendungen hat sich besonders
das Software-Paket von L’Ecuyer, Simard, Chen, Kelton [112] bewihrt.

AES (advanced encryption standard) Hierbei handelt es sich, im Gegensatz zu
den beiden bisher genannten Generatoren, um einen nicht-linearen Zufallszahlenge-
nerator. Er basiert auf einem Verfahren zur Kryptographie, ist ausreichend schnell
und hat bei statistischen Tests sehr gut abgeschnitten, siche Hellekalek, Wegen-
kittl [85].

L’Ecuyer [111] stellt in einer Ubersichtsarbeit Grundprinzipien und Methoden
der Erzeugung von Zufallszahlen vor. Weitere Hinweise und Links zu diesem The-
ma sowie zu verfiigbarer Software finden sich bei Press, Teukolsky, Vetterling, Flan-
nery [158], auf der Internetseite http://random.mat.sbg.ac.at von Hel-
lekalek und der Internetseite http://www.iro.umontreal.ca/ lecuyer
von L’Ecuyer.
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1.2 Wahrscheinlichkeitstheoretische Grundbegriffe

Im folgenden geben wir eine kurze Zusammenstellung elementarer Sachverhalte
aus der Wahrscheinlichkeitstheorie. Eine kompakte Darstellung dieser und weiterer
Grundlagen bietet Kapitel 1 von Brémaud [27]. Fiir eine umfassende Einfiihrung
in die Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik verweisen wir auf Georgii [66], Ir-
le [91] und Krengel [108]. Weiterfiihrende Texte sind Ginssler, Stute [61] und Klen-
ke [105].

Zufallsvariablen und Erwartungswerte Sei (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeits-
raum und Q' eine weitere Menge mit einer o-Algebra 2’. Eine meBbare Abbildung
X: Q — Q' heiBt Zufallsvariable mit Werten in (Q',2("). Die Funktionswerte X (@)
mit @ € 2 werden als Realisierungen von X bezeichnet. Durch

Py(A) =P({w € Q | X(w) €A}) = P({X € A}), Acs,

wird ein WahrscheinlichkeitsmaB Py auf (Q',21") definiert, die sogenannte Vertei-
Iung von X . Von besonderem Interesse sind Zufallsvariablen mit Werten in (R, 2('),
wobei 2’ die Borelsche o-Algebra ist. Man spricht dann im Falle d = 1 von reell-
wertigen Zufallsvariablen und fiir d > 1 auch von Zufallsvektoren. Im folgenden
wird fiir R? stets die Borelsche o-Algebra verwendet, und Borel-mefbare Mengen
A C RY werden kurz als meBbare Mengen bezeichnet. Wir identifizieren Zufalls-
vektoren X und Y auf (2,2, P), die P({X =Y }) = 1 erfiillen. Zur Definition eines
Zufallsvektors X geniigt es also, die Werte X (o) fiir @ aus einer Menge A € 2( mit
P(A) =1 festzulegen.

Die fiir unsere Zwecke bendtigten Verteilungen auf RY sind entweder diskret,
d. h. durch héchstens abzihlbar viele Punktmassen auf R? spezifiziert, oder iiber
eine Wahrscheinlichkeitsdichte beziiglich des Lebesgue-MaBes auf R?, kurz eine
Lebesgue-Dichte, definiert. Ist Py diskret, so gibt es Punkte x; € R4 und Gewichte
o; > 0mit Y72 o = 1, so daf3

Px(A) = i o 1a(x;)
i=1

fiir alle meBbaren Mengen A C R? gilt. Eine Lebesgue-Dichte ist eine Lebesgue-
integrierbare, nicht-negative Funktion 4 auf RY, die [pa h(x)dx = 1 erfiillt. Ist k die
Lebesgue-Dichte der Verteilung von X, kurz die Lebesgue-Dichte von X, so gilt

Pe(A) = /A h(x) dx

fiir alle meBbaren Mengen A C RY.
Im folgenden betrachten wir reellwertige Zufallsvariablen. Die reelle Zahl

E(X):/QX(a))dP(a)):/QXdP
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heilt Erwartungswert von X, falls das Integral von X beziiglich P existiert. In die-
sem Fall wird X als integrierbare Zufallsvariable bezeichnet, und wir schreiben kurz
X € L' Insbesondere ergibt sich

E(1a) = P(A)

fiir jede Menge A € 2. Der Erwartungswert ist linear und monoton, fiir X,¥ € L!
und a,b € R gilt also aX +bY € L' mit

E(aX+bY)=aE(X)+bE(Y)
und
X<Y = E(X) <E(Y).

Zufallsvariablen X > O erfiillen ferner
E(X)=0 = P{X=0})=1.

Ist Py diskret und durch Punkte x; und Gewichte ¢y definiert, so ist X € L! aqui-
valent zur absoluten Konvergenz der Reihe Y° | ¢ x;, und in diesem Fall gilt

E(X) = Z oG X .
i=1

Besitzt Py die Lebesgue-Dichte h, so ist X € L! dquivalent zu [ |x| 2 (x) dx < e, und
dann gilt

E(X) = /]R xh(x)dx.

Ist X quadratisch integrierbar, d. h. X ist integrierbar, so schreiben wir X € L.
In diesem Fall heif3t
o*(X) =E(X ~E(X))?

die Varianz von X und die Zahl o(X) = (E(X — E(X))?)!/? wird als Standardab-
weichung von X bezeichnet. Fiir X € L? und a,b € R folgt aus der Linearitit und
Monotonie des Erwartungswertes

o'z(X) >0
sowie GZ(X) _ E(XZ) _ (E(X))Z

und aX +b € L* mit
o’ (aX +b) =d*c*(X).

Nun sei X: Q — Q' eine Zufallsvariable und f: Q' — R eine meBbare Abbil-
dung. Dann ist f(X) = foX eine reellwertige Zufallsvariable, und der Transforma-
tionssatz sichert
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EU00) = [ F@dpeo) = [ ydPron ),

sofern bereits eines der auftretenden Integrale existiert. Insbesondere zeigt die Wahl
von Q' =R und f = Id, daB der Erwartungswert einer reellwertigen Zufallsvaria-
blen nur von ihrer Verteilung abhéngt. Gleiches gilt fiir die Varianz.

Die Tschebyschev-Ungleichung Mit Hilfe der Varianz erhélt man eine sehr einfa-
che Abschitzung fiir die Konzentration einer quadratisch integrierbaren Zufallsva-
riablen X um ihren Erwartungswert. Fiir alle € > 0 gilt

o2(xX)

PUX -EX) 2 e} < 7§

und diese Abschitzung heillt Tschebyschev-Ungleichung.
Zum Beweis setzen wir

A={|X-EX)| > ¢}
und erhalten

Gz(X):/Q\X—E(X)|2dP2/A\X—E(X)|2dP2/AgzdP:82~P(A).

Daraus folgt die Behauptung.

Zur Anwendung der Tschebyschev-Ungleichung benétigt man nur die quadra-
tische Integrierbarkeit der Zufallsvariablen X. Unter zusétzlichen Annahmen an X
liefert die Hoeffding-Ungleichung, die wir in Abschnitt 3.4 kennenlernen werden,
viel schirfere Abschitzungen fiir P({|X —E(X)| > €}).

Unabhiingigkeit und bedingte Wahrscheinlichkeiten Eine Familie (X;);c; von
Zufallsvariablen auf (Q,21,P) mit Werten in (Q',21") heiBt unabhdingig, falls fiir
beliebige paarweise verschiedene Indizes iy, ...,i, € I und Mengen Ay,..., A, € A
die Produktformel

P (ﬁ{Xij eAj}> = ﬁP({X,-]. €A}
j=1 J=1

gilt. In entsprechender Weise definiert man Unabhingigkeit, falls die Zufallsvaria-
blen X; Werte in unterschiedlichen Rdumen (€;,2(;) annehmen.

Fiir zwei Zufallsvariablen X; und X, auf (€,2(, P) mit Werten in (2;,2;) bzw.
(£22,2,), und Mengen A; € ; mit P({X; € A;}) > 0 heilit

(X1 € Ai}n{X2 € A2})

P{X; e A} [{X1 €Ar}) = g P({X; €A1})

die bedingte Wahrscheinlichkeit von {X, € Ay} gegeben {X, € A, }. Die beiden Zu-
fallsvariablen sind also genau dann unabhéngig, wenn



