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Vorwort

Fiir Platon war die — spiter euklidisch genannte — Geometrie ein unverzichtbarer Bestand-
teil der Bildung. Diese Stellung behauptete sie bis in das erste Viertel des 20. Jahrhunderts.
Die renommiertesten Mathematiker widmeten sich ihr und bereicherten sie um neue, oft
tiberraschende Erkenntnisse. Spiter erhielt diese Geometrie das Attribut elementar. Das
meinte allerdings nicht, dass sie als grundlegend fiir die Mathematik betrachtet wurde
(wie dies fiir die Elementarteilchen in der Chemie oder Physik zutrifft); sie galt vielmehr
als trivial und damit keiner weiteren Betrachtung wert. Sie wurde in die Schulen und (im
giinstigsten Fall) die Ausbildung der Lehrer abgeschoben. Inzwischen ist sie auch dort
nurmehr rudimentér vertreten.

Andererseits gab es noch nie so viele Geometrien wie heute. Dies ist zum einen der
Physik geschuldet, fiir deren mathematische Fundierung die euklidische Geometrie lingst
nicht mehr ausreicht. Zum anderen tragen aber viele Teilgebiete der Mathematik die Geo-
metrie im Namen, deren geometrischer Gehalt fiir den Laien nicht und fiir den Fachmann
kaum erkennbar ist. Dass dort nicht mehr im eigentlichen Sinn geometrisch argumen-
tiert wird, verwundert nicht. Doch auch in der Elementargeometrie geschieht dies immer
weniger. Wéhrend Felix Klein noch Ende des 19. Jahrhunderts in seinem beriihmten ,,Er-
langer Programm® den eigenstidndigen Wert der geometrischen Argumentation und der
damit verbundenen rdumlichen Anschauung hervorhob, wurde im Laufe des 20. Jahr-
hunderts geometrische Beweisfithrung immer mehr von algebraischer oder analytischer
verdrdngt. In den sechziger Jahren des letzten Jahrhunderts war es dann sogar moglich,
Biicher iiber Elementargeometrie zu schreiben, die keine einzige Abbildung enthielten.
Wiihrend frither Generationen von Geometern voller Stolz ihren Horern in eindrucksvol-
len Tafelbildern den dsthetischen Wert gelungener geometrischer Illustrationen vor Augen
fiihrten, kokettieren heute ,,Geometer* damit, keine korrekte Skizze zustande zu bringen.

Der Wert eines rein abstrakten Vorgehens soll keineswegs geleugnet werden. Es ist
fiir die Weiterentwicklung der Mathematik unverzichtbar. Bedenklich ist allerdings die
von seinen Vertretern beanspruchte AusschlieBlichkeit. Natiirlich empfinden Mathemati-
ker auch einen eleganten abstrakten Beweis als ,,schon®. Doch ldsst sich diese Schonheit
— im Unterschied zur Schonheit einer geometrischen Figur — Nichtmathematikern nur
schwer vermitteln. Indem sie elementargeometrische Argumentation durch analytische
und algebraische ersetzten, verschlossen die Mathematiker Au3enstehenden jenes Teilge-
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\ Vorwort

biet, das den einladendsten Zugang zu ihrem Reich bietet. Leichtfertig wird dadurch eine
Chance vertan, Interesse an dieser interessanten Wissenschaft zu wecken und ihr kaltes
Image durch wirmere Tone anziehender zu gestalten.

Das vorliegende Buch versucht, hier ein Stiick weit gegen den Strom zu schwimmen,
indem es die geometrische Argumentation in den Mittelpunkt stellt. Dies zeigen nicht zu-
letzt die mehr als 250 Abbildungen, die die Beweise begleiten. Dabei geht es nicht darum,
akribisch alle moglichen Fille abzuarbeiten. Es sollen vielmehr die Beweisideen deutlich
und insbesondere deren geometrischer Kern transparent werden. Um dies zu erreichen,
werden die mathematischen Fachbegriffe auf ein Minimum beschréinkt und neben den Re-
sultaten, die im Buch hergeleitet werden, nur wenige Sitze der Schulgeometrie verwendet,
die in jeder Formelsammlung zu finden sind. Auch wird nur selten intensiver algebraisch
argumentiert. Meist geht es dabei um weiterfiithrende Resultate, deren Beweis beim ersten
Lesen iibersprungen werden kann.

Die Kreisgeometrie ist das ideale Gebiet, Interessierten den Reichtum der Geometrie zu
erschlieBen. Kreise sind neben Dreiecken die vertrautesten geometrischen Objekte. Wih-
rend jedoch die Dreiecksgeometrie (wegen der Erinnerungen an die Schulzeit?) den Ruf
hat, langweilig zu sein, bietet die Kreisgeometrie ein gro3es Feld geometrisch interessan-
ter, vielfach aber kaum bekannter Resultate. Diese dem Leser nahezubringen, ist das Ziel
dieses Buches.

Den Auftakt bildet ein Kapitel, das zeigt, dass sich allein schon mit dem Satz des Py-
thagoras — dem wohl bekanntesten aller geometrischen Sitze — eine Vielzahl kreisgeome-
trischer Aussagen beweisen lédsst, deren Bedeutung weit iiber die Geometrie hinausreicht.

Im Kap. 2 werden die aus der Schule bekannten, {iber 2000 Jahre alten klassischen Sit-
ze der Kreisgeometrie nochmals vorgestellt und bewiesen. In der Schulgeometrie bilden
sie meist den Schlusspunkt geometrischer Betrachtungen, hier dienen sie als Ausgangs-
punkt fiir weite Wanderungen durch das Gebiet der Kreisgeometrie.

Einen kriftigen Schub erfuhr die Kreisgeometrie im 19. Jahrhundert, als die Geome-
ter — etwa der geniale Autodidakt Jacob Steiner — neue Werkzeuge entwickelten. Sie
erlaubten es, das Areal der Kreisgeometrie weiter zu erschlieen und neue Wege zu beein-
druckenden Aussichtspunkten und bisher unerreichbaren Gipfeln anzulegen. Die damals
geschaffenen Instrumente stehen im Mittelpunkt der Kap. 3 und 4.

Die Michtigkeit dieser Werkzeuge zeigt sich in den weiteren Kapiteln, die ein brei-
tes Spektrum kreisgeometrischer Themen behandeln. Vielen beriihmten Kreisen wird der
Leser dabei begegnen, viele prominente Sétze kennenlernen.

G. Aumann
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Ouvertiire: Kreise in gotischem MaBwerk

Wir beginnen unseren Spaziergang durch die Kreisgeometrie mit der Konstruktion einiger
interessanter und in der Kunst vielfach auftretender Figuren, die sich aus Kreisbogen zu-
sammensetzen. Die theoretischen Grundlagen, die wir hierfiir benotigen, sind sehr gering:
Es geniigt der Satz des Pythagoras. Zuvor werfen wir einen kurzen Blick auf die in diesem
Buch verwendeten Bezeichnungen (siehe Abb. 1.1).

Die Gerade g durch die Punkte A und B bezeichnen wir mit AB, die Strecke mit den
Endpunkten 4 und B mit AB. Jede Gerade ist die Tréigergerade der auf ihr liegenden Stre-
cken. Punkte P, O, R ... auf einer Geraden heillen kollinear. Jeder Punkt einer Geraden
AB teilt diese in zwei, in diesem Punkt beginnende Halbgeraden. Die in A beginnende
Halbgerade durch B bezeichnen wir mit AB™.

Die Linge der Strecke AB ist der Abstand der Punkte A und B, den wir als d (A, B)
schreiben. Da Missverstandnisse nicht zu befiirchten sind, werden wir bisweilen auch vom
Verhiltnis zweier Strecken sprechen, wenn wir das Verhiltnis ihrer Langen meinen. Der

Abb. 1.1 Grundbegriffe

© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2015 1
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0
Sehne P

Durchmesser

Abb. 1.2 Begriffe am Kreis

Abstand d(C, g) eines Punktes C von einer Geraden g ist die Linge der Strecke CF,
wobei F der FuBBpunkt des von C auf g gefillten Lotes ist.

Zwei Halbgeraden mit dem gemeinsamen Anfangspunkt S bilden einen Winkel mit
dem Scheitel S. Zwei Geraden durch S erzeugen somit vier Winkel, von denen je zwei
gegeniiberliegende (als Scheitelwinkel) gleich grof sind und zwei benachbarte sich zu
180° ergidnzen. Kennt man also einen Winkel, so kennt man alle. Wir sprechen daher kurz
vom Schnittwinkel zweier Geraden. Handelt es sich bei den Geraden um die Tangenten
zweier Kurven in einem gemeinsamen Punkt S, so ist dies auch der Schnittwinkel dieser
Kurven. Betrégt er 0° (oder 180°), so beriihren sich die Kurven.

In einer Ebene ist ein Kreis k durch seinen Mittelpunkt M und seinen Radius r fest-
gelegt als Ort aller Punkte der Ebene, die von M den Abstand r haben. Die Verbindungs-
strecke zweier Kreispunkte heifit Sehne des Kreises, ist sie doppelt so lang wie ein Radius,
auch Durchmesser (siehe Abb. 1.2). Besitzt ein Kreis den Durchmesser AB, so sprechen
wir kurz vom Kreis iiber AB. Jede Sehne teilt die Kreisfliche in zwei Segmente.

Einen durch zwei Radien MP und MQ ausgeschnittenen Kreishogen und dessen Linge
bezeichnen wir mit IB_Q (sieche Abb. 1.2). Es gibt davon zwei, die wir zueinander kom-
plementiir nennen. Die beiden Halbgeraden MP+ und MQ™ schlieBen den zugehorigen
Mittelpunktswinkel oder Zentriwinkel ein. Wihlen wir einen (von P und Q verschiedenen)
Punkt A auf dem zu einem Bogen ISQ komplementidren Bogen, so liefern die Halbgeraden
APT und AQ™ einen Umfangswinkel oder Peripheriewinkel iiber dem Bogen ISQ Wenn
klar ist, welcher Bogen mit den Endpunkten P, Q gemeint ist, sprechen wir bisweilen
auch vom Umfangswinkel iiber der Sehne PQ.

Schlieflich nennen wir zwei Kreise mit gleichem Mittelpunkt konzentrisch. Die Gerade
durch die Mittelpunkte zweier nicht konzentrischer Kreise ist deren Zentrale.
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1.1 Der bekannteste Kreis

Der wohl bekannteste Kreis ist nach Thales benannt, der etwa von 625 bis 547 v. Chr. in
Milet, einer Stadt an der Westkiiste Kleinasiens, lebte. In seiner weitestgehenden Formu-
lierung lautet der entsprechende Satz wie folgt.

Satz 1.1 (Satz des Thales) Das Dreieck ABC besitzt genau dann bei C einen rechten
Winkel, wenn der Punkt C auf dem (Thales-)Kreis iiber AB liegt.

Da die Winkelsumme im Dreieck 180° betrégt, ergeben in einem rechtwinkligen Dreieck
die nicht rechten Winkel zusammen 90°. Hat also das Dreieck ABC bei C einen rechten
Winkel, so kann man diesen durch eine Strecke CD so teilen, dass im Dreieck ADC zwei-
mal der Winkel @ und im Dreieck BCD zweimal der Winkel 8 auftritt (siche Abb. 1.3a).
Da ein Dreieck mit zwei gleichen Winkeln gleichschenklig ist, folgt hieraus

d(A, D) = d(C, D) = d(B, D),

weshalb die Punkte A, B, C auf einem Kreis mit Mittelpunkt D liegen.
Liegt umgekehrt C auf dem Kreis iiber AB, so gilt fiir den Mittelpunkt M der Strecke
AB
d(A,M)=d(B,M)=d(C,M)

(sieche Abb. 1.3b). Also sind die Dreiecke MCA und MBC gleichschenklig, weshalb ihre
Basiswinkel jeweils gleich grof3 sind. Somit gilt

o+ B =180°:2=90°.

A D B

Abb. 1.3 Der Satz des Thales
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1.2 Der gotische Spitzbogen

Mit der Gotik 16ste der Spitzbogen den romanischen Rundbogen ab. Er ermoglichte den
Bau hoherer Kirchen, deren Lichtarchitektur Gott, die Quelle allen Lichts, erfahrbar ma-
chen sollte. Die farbigen Fenster dieser Kirchen faszinieren den Betrachter bis heute. Als
erstes Bauwerk der Hochgotik gilt die Kathedrale von Chartres (siche Abb. 1.4). Begonnen
wurde mit ihrem Bau im Jahre 1194, nachdem ein Stadtbrand den romanischen Vorgin-
gerbau zerstort hatte. Offiziell eingeweiht wurde die Kirche erst 1260. Die Gesamtfliache
ihrer Fenster betriigt rund 5000 m?, was etwa der Fliche eines FuBballfeldes entspricht.

Ein gotisches Kirchenfenster besteht aus einem Rechteck, das nach oben durch die so
genannte Kdmpferlinie begrenzt ist (rot in Abb. 1.5). Ihre Endpunkte heilen die Kdamp-
ferpunkte. Dartiber erhebt sich das von zwei Kreisbdgen (mit gleichem Radius) begrenzte
Bogenfeld. Wir betrachten im Folgenden ausschlielich den Fall, der in Abb. 1.5a zu se-
hen ist. Hier fallen die Mittelpunkte der Kreisbogen mit den Kampferpunkten zusammen.
Diese Konstruktion der Spitzbogen kann man variieren, indem man die Mittelpunkte der
Kreise nach auBlen (iiberhohter Spitzbogen; siehe Abb. 1.5b) oder innen (gedriickter Spitz-
bogen; siche Abb. 1.5¢) verschiebt.

Das Bogenfeld ist meist reich mit MaBwerk, also durch die filigrane Arbeit von Stein-
metzen, verziert (sieche Abb. 1.6). Noch aufwendiger waren diese Verzierungen in den

Abb. 1.4 Die Kathedrale von Chartres (Olvr / Wikimedia Commons)
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Abb. 1.5 Kirchenfenster

Abb. 1.6 Bogenfeld in Font-
froide (bei Narbonne)

préichtigen runden, im Durchmesser bisweilen mehr als 10 Meter grolen Fenstern iiber
dem Hauptportal oder in den Fassaden des Querschiffes, die als Fensterrosen oder Roset-
ten bekannt sind. Die Abb. 1.7 zeigt ein reich verziertes Kirchenfenster mit einer Rand-
kurve, die aus dem Rahmen fillt. Im Kap. 10 werden wir auf diese Randkurve zuriick-
kommen.
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Abb. 1.7 Fenster in der Kathe-
drale von Bilbao

Wir sehen, dass sich das MalBwerk aus verschiedenen geometrischen Formen zusam-
mensetzt, bei denen der Kreis eine wichtige Rolle spielt. Wie sich solche Formen kon-
struieren und ihre Malle berechnen lassen, sehen wir uns in diesem Kapitel an einigen
Beispielen an.

Zunichst betrachten wir MaBwerk in einem Spitzbogen. Dabei gehen wir stets davon
aus, dass dieser Spitzbogen von der Kiampferlinie AB der Linge R und von zwei Kreisbo-
gen mit den Mittelpunkten A und B begrenzt wird.

Als erstes fiillen wir den Spitzbogen mit einem Kreis (sieche Abb. 1.8a). Wie lassen sich
der Mittelpunkt M und der Radius r dieses Kreises bestimmen?

Abb. 1.8 Einbeschriebener Kreis



