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8 Vektoren und Vektorraume

Beachten Sie den unter-
schiedlichen Gebrauch des
Dimensionsbegriffs!

Sonderstatus:
Ortsvektoren

(8.5.6)

LFPuristische” Schreibweise
fiir einen Ortsvektor

Merksatz 8.5.5

Zusétzliche Verkniipfungen
sind moglich!

dinaten einer VektorgrofBe gilt alles, was bereits in Abschnitt 4.1 Bild 4.1.1 gesagt
wurde. Soll eine Linearkombination oder ein Spaltenvektor mit konkreten Zah-
lenwerten eine Einheit bekommen, betrachtet man sie wie einen skalaren Faktor
—allerdings hangt man, wie bei den normalen Grof3en auch, die Einheit hinten an.
Damit ein solcher Faktor auf jeden Summanden einer Linearkombination verteilt
wird, muss diese in Klammern gesetzt werden. Im Falle eines Koordinatenvek-
tors sind Klammern ohnehin schon vorhanden.

Obwohl ein Koordinatenvektor aus einer anderen Menge als das zugehorige
Original stammt, ist es bei Groenvektoren nicht notwendig, ihnen verschiedene
Namen zu geben. Es entstehen keine Verwechslungskonflikte. Man nimmt in bei-
den Darstellungen die tiblichen Formelzeichen und stattet sie durch einen Pfeil
bzw. mit den Indizes x, y, z aus. Einen Sonderstatus nehmen Ortsvektoren ein. Der
Vektor bekommt das Formelzeichen ,,7* (von Radiusvektor) und die Koordinaten
werden mit x, y und z benannt. Puristen sind die in Physik und Technik gern ver-
wendeten Schreibweisen ein Graus. Sie verwenden (auch wenn sie nie iiber das
Dreidimensionale hinauskommen) konsequent das Formelzeichen x und numme-
rieren sowohl die Koordinaten als auch die Basisvektoren mit 1, 2, 3 durch:

X
Radiusvektor: 7 =x-i+y-j+z-k  bzw. Fz(y]
z

X
X =x¢€ +x,6,+x,6;, bzw. X = [xlz ]
X3
Ein Koordinatenvektor ist, wenn erforderlich, leicht mithilfe der Basisvektoren in
die Linearkombination zuriick verwandelbar (s. Bild 8.5.2). Beachten Sie bitte
auch den folgenden Tipp!

Tipp:

Kennzeichnen Sie, wenn moglich, die Koordinaten von Groflenvektoren mit
den Indizes x, y, z und nicht mit 1, 2, 3! Sie vermeiden damit einen uniiber-
sichtlichen Indexsalat. Die Verwendung der indexfreien Basisvektoren (i, j, k)
erspart Thnen zusatzlich miihselige Index- und Pfeilbeschriftungen. Fiir hand-
schriftliche Aufzeichnungen schreiben Sie (i, j, k) in einer von Threr Normal-
schrift deutlich verschiedenen Schnorkelschrift (US: funny letters)!

8.6 Das skalare Produkt

Fiir die Vektorraumeigenschaft einer beliebigen Menge reichen die beiden vorher
besprochenen Verkniipfungen aus. Das soll aber nicht heilen, dass man sich fiir
einen Vektorraum nicht zusétzliche Verkniipfungen ausdenken kann. Ob diese dann
niitzlich sind oder nicht, ist eine andere Sache. In der Menge der Translationsvek-
toren ist bereits durch die (euklidische) Geometrie eine zusétzliche Verkniipfung
vorhanden und die soll anhand eines Beispiels herausgearbeitet werden.
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In Bild 8.6.1 sehen Sie einen Jollensegler aus der Perspektive einer tiber ihm flie-
genden Mowe. Die blauen Pfeile geben die Richtung des scheinbaren Windes an.
Das Segel wirkt wie ein hochkant gestellter Tragfliigel und wird von diesem Wind
umstromt. Aufgrund des Tragfliigelprinzips entstehen dynamische Krifte, die im
Bild durch einen dicken roten Pfeil zusammengefasst sind. Diese Kraft, bzw. ein
Teil davon, treibt das Boot an. Die Geschwindigkeit, die sich aufgrund dieses Pha-
nomens aufbaut, ist durch einen griinen Pfeil angedeutet. Verlegen wir das Szenario
in das gewohnte kartesische Koordinatensystem und tragen dort die beiden Vektor-
groflen Kraft und Geschwindigkeit mit verniinftigen schlanken Pfeilen ein (s. Bild
8.6.2)!

Leider gibt es beim Einzeichnen verschiedener Vektorgrofien in ein einziges Ko-
ordinatensystem Irritationen. Der Grund liegt darin, dass fiir jede Vektorgrofe
ein eigenes Koordinatensystem erforderlich ist. In Bild 8.6.2 handelt es sich im
Grunde um drei Koordinatensysteme iibereinander: eines fiir Krifte, eines fiir
Geschwindigkeiten und eines fiir den Ort. Der Ausweg: Die Achsen erhalten kei-
ne Skalierungsmarken. Die unterschiedlichen Skalierungen der Achsen werden in
Form von Maf3stabsfaktoren angegeben (s. oben rechts in Bild 8.6.2). Kein Pro-
blem sind die iiblicherweise nicht mit eingezeichneten Basisvektoren i, j. Sie gel-
ten fiir alle Vektorgrofen.

Gegen den Wind segeln
geht nicht - aber schrig
von vorn liefert der Wind
Vortrieb.

Bild 8.6.1
Tragfliigelprinzip beim Segel

Nur die x-Komponente der
Kraft liefert Vortrieb.

Bild 8.6.2
Zerlegung der Kraft in
Komponenten

Beachten Sie die
Maf3stabsfaktoren!
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Ein Problem, das eigentlich
keines ist!

~Angriffspunkt”:
Koordinatenursprung

Jolle: Schwert/Jacht: Kiel

Gratisenergie von Petrus

(8.6.1)

Dreieck aus Grof3envektoren

(8.6.2)

(8.6.3)

Innerhalb ihrer eigenen Koordinatensysteme diirfen Vektorpfeile (auler Ortsvek-
toren) beliebig verschoben werden (vgl. Bild 8.1.2). Zeichnet man — wie in Bild
8.6.2 — alle VektorgrofBen in ein Koordinatensystem ein, sihe es fiirchterlich aus,
wenn der Kraftpfeil, weil frei verschiebbar, in ,,seinem® Koordinatenursprung be-
ginnt, aber der Ort des Angriffspunktes dieser Kraft ,,woanders* liegt. Wir umge-
hen dieses Dilemma mit einem lausigen Trick: Wir legen den Koordinatenursprung
fiir den Ort in die Bootsmitte und wihlen den MaBstab fiir das Koordinatensystem
der Ortsvektoren so riesig (10 km/cm), dass das Boot darin auf einen Punkt von
5 pum Durchmesser zusammenschrumpft. Damit kdnnen wir den Kraft- und den
Geschwindigkeitspfeil getrost im Koordinatenursprung angreifen lassen — wir
kommen spéter bei der Besprechung von Vektorfeldern auf das ,,Problem® zuriick.

Das gemeinsame Koordinatensystem ist (optional) so gerichtet, dass der Ge-
schwindigkeitsvektor in Richtung des Basisvektors i zeigt. Die Kraft wurde als
Linearkombination der beiden Basisvektoren dargestellt und deren Komponenten
als Pfeile eingetragen. Beachten Sie: Die Vektorsumme der Komponenten ist gleich
der Kraft! Das Boot wiirde sich genauso verhalten, wenn die Komponenten eigen-
standige Krifte wiren — also z. B. ein Auflenborder fiir die x-Richtung und starker
Seitenwind (ohne Segel) fiir die y-Richtung. Die Kraftkomponente in x-Richtung
bewirkt den Vortrieb — die Kraftkomponente in y-Richtung (fast) nichts, denn ein
Schwert (oder ein Kiel) hilt mit der Widerstandskraft seiner Breitseite dagegen.
Das Boot bewegt sich in erster Ndaherung wie auf einer Schiene in x-Richtung.

Wir sollen jetzt erfassen, wie viel Joule pro Sekunde Petrus dem Jollensegler gratis
liefert. GeméB (6.8.5) gilt fir den Energiestrom (Leistung) die Gleichungskette
(8.6.1). Dabei ist dW das Produkt aus der Kraft (in Richtung des Weges dx) und
dem Weg (in der Zeit df) dx. Da man mit Differenzialen ganz normal rechnen
kann, ergibt sich fiir den momentanen Energiestrom das Produkt aus Kraft (in
Richtung des Weges) und der (Momentan-)Geschwindigkeit.

podW _Fdx_pdy o
dt d¢ ©odt -

Da sich Kraftvektoren wie Translationsvektoren verhalten, konnen wir die ganz
gewohnliche Trigonometrie einsetzen. Betrachten wir das rechtwinklige Dreieck
mit dem Betrag der Kraft als Hypotenuse und der x-Koordinate der Kraft als An-
kathete zum Winkel ¢.

cos(¢p) =

Die x-Koordinate der Kraft ergibt sich aus dem Kosinus des Winkels und dem
Betrag des Kraftvektors. Da die x-Koordinate der Geschwindigkeit gleich deren
Betrag ist, ldsst sich (8.6.2) umschreiben:

P=|F“|-|l7|-cos(go)
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Der Vorteil von Formel (8.6.3) gegeniiber ihrer Vorgéngerin (8.6.2) ist, dass nicht
mehr Gebrauch von dem speziellen Koordinatensystem gemacht wird. Die bei-
den Vektoren miissen auch nicht in der xy-Ebene liegen. Sie diirfen durchaus dem
dreidimensionalen Anschauungsraum angehdren. Mit (8.6.3) ist eine zweistellige
Verkniipfung definiert, die je zwei Translationsvektoren des Anschauungsraumes
eindeutig einen Skalar zuordnet. Die Verkniipfung heillt skalares Produkt und
bekommt einen dicken Punkt als Operatorzeichen.

WYXV SR, G, b+ bi=[al-B|-cos («(@.5))

Das Symbol im Argument des Kosinus kennzeichnet den eingeschlossenen Win-
kel zwischen den vektoriellen Faktoren. Mithilfe des so definierten Operators er-
hélt unsere Formel (8.6.3) die endgiiltige Fassung:

P=F+«0

Jetzt diirfte auch klar sein, weshalb die beiden ,,Faktoren® gern in ithrem Koordi-
natenursprung angetragen werden: Der eingeschlossene Winkel ist so ohne Hilfs-
linien erkennbar.

Da wir ein konkretes Beispiel vorliegen haben, besteht die Moglichkeit zu priifen,
ob das oben erklarte skalare Produkt (8.6.3)/(8.6.5) alle Sonderfille korrekt er-
fasst.

Tabelle 8.6.1 zeigt, dass das skalare Produkt alle Sonderfdlle korrekt einschlief3t.
Auch das negative Vorzeichen im antiparallelen Fall macht Sinn. In diesem Fall
wird aufgrund der Kraft nicht Energie zugefiihrt, sondern entzogen. Die Bezeich-
nung ,,eingeschlossener Winkel schlieft an und fiir sich die Verwendung tiber-
stumpfer Winkel aus. Wegen cos(2n — o) = cos(«) bleibt eine irrtiimliche Ver-
wendung tiberstumpfer Winkel ohne Bedeutung.

Wir verlassen jetzt den Jollensegler und kiimmern uns um Rechenregeln fiir das
in (8.6.5) definierte skalare Produkt. Dabei verwenden wir die in Formelsamm-
lungen iiblichen Benennungen. Da Betrige und eingeschlossene Winkel nicht von
der Reihenfolge der Vektoren abhéngen, ist das skalare Produkt kommutativ.

deb=b-a
Um zu zeigen, wie sich eine Vektorsumme bei einer skalaren Multiplikation mit

einem Vektor verhélt, miissen wir die beteiligten Vektoren in ein Koordinatensys-
tem eintragen (s. Bild 8.6.3). Es wird dabei leider etwas uniibersichtlich.

Eine duf3ere Verkniipfung!
Das Produkt ist aus einer
anderen Menge als die
Faktoren.

(8.6.4)
Hier ist jetzt der bereits
angekiindigte ,dicke
Punkt*!

(8.6.5)

Lies ,F punkt vl

Tabelle 8.6.1
Sonderfélle des skalaren
Produktes F v

Uberstumpfer Winkel ohne
Bedeutung

(8.6.6)
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Bild 8.6.3
Skalares Produkt aus
Vektorsumme und Vektor

(8.6.7)

Kein Problem mit
skalaren Faktoren!

(8.6.8)

Uberfliissige Klammern!

Das Koordinatensystem wurde so gelegt, dass der Vektor ¢ in x-Richtung weist.
Beachten Sie, dass der Vektor b wegen der Addition an den Vektor a angereiht
wurde. Damit verschiebt sich die x-Koordinate 5, vom Koordinatenursprung fort.
Zunéchst wird in (8.6.7) der Summenvektor skalar multipliziert. Nach dem reel-
len Ausmultiplizieren erhélt man die Summanden a c, und b.c,. Diese Summanden
wiederum ergeben sich ebenfalls aus den skalaren Produkten der Einzelvektoren.
Anfang und Ende von (8.6.7) ergeben ein Distributivgesetz.

(ﬁ+5)-5 =(a,+b,)-c,=ac +bc,
=|Zz|-|5|-cos(¢])+|15|-|E|~cos((p2) =GeC+bed

Da das skalare Produkt kommutativ ist, kann die Vektorsumme oben in (8.6.7) ge-
nauso gut rechts stehen. Es fragt sich, wie man mit der Kombination S-Multi-
plikation — skalares Produkt umzugehen hat. Der Fall eines positiven skalaren
Faktors ist, wie man in der ersten Zeile von (8.6.8) sieht, einfach. Im negativen
Falle klappt der Vektor in die Gegenrichtung und der eingeschlossene Winkel
betrégt jetzt T — ¢. cos(m — @) wird mithilfe eines Additionstheorems umgeformt
und ergibt —cos(¢). Fiigt man das negative Vorzeichen und den Betrag zusammen,
erhilt man wieder den Originalfaktor s.

seR: (sd)+b =|s-d|-|§|-cos(<p)=|s|-|?z|-|5|-cos(go)=s-(5i-l;)

S

seR™:

—

sd) e =|S'ﬁ|'|5|'COS((ﬂ)=|S|~|Zi|~|5|~COS(TC—(p)

bt )

Aufgrund von (8.6.8) sind die Klammern {iberfliissig. Beachten Sie: Auf den klei-
nen Malpunkt der S-Multiplikation kann man verzichten — nicht aber auf den
dicken Punkt des Skalarproduktes!





